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Zastosowania całek podwójnych i potrójnych w geometrii

1. Pole obszaru regularnego D ⊂ R2

∣D∣ = ∬
D
dxdy.

2. Pole płata S, który jest wykresem funkcji z = f(x, y) gdzie
(x, y) ∈D obszaru regularnego

∣S∣ = ∬
D
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dxdy.

3. Objętość obszaru regularnego U ⊂ R3

∣U ∣ =∭
U
dxdydz.

Uwaga 1
Objętość bryły V położonej nad obszarem regularnym D ⊂ R2 i
ograniczonej
z dołu i z góry wykresami funkcji ciągłych z = d(x, y) i z = g(x, y)

∣V ∣ = ∬
D

[g(x, y) − d(x, y)] dxdy.

Przykład 1
Obliczyć pole obszaru ograniczonego krzywymi:
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= 4x i x + y = 3.
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Przykład 2
Obliczyć pole powierzchni fragmentu półsfery

z =
√

25 − x2
− y2 wyciętego walcem x2

+ y2
= 9.

Przykład 2 c.d.

∣S∣ = ∬
D
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Ponieważ
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Przykład 3
Korzystając z całki potrójnej wyprowadź wzór na objętość kuli o
promieniu R.
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Przykład 4
Obliczyć objętość obszaru V ograniczonego powierzchniami

z = x2
+ y2, 4z = x2

+ y2
∧ z = 1.



Przykład 4 c.d. sposób 1

V = V1 − V2, gdzie V1 = {(x, y, z) ∈ R3
∶

x2
+ y2

4
≤ z ≤ 1}

i V2 = {(x, y, z) ∈ R3
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+ y2
≤ z ≤ 1}
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Przykład 4 c.d. sposób 2
V = V ′
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Zastosowania całek podwójnych w fizyce
Niech D ⊂ R2 będzie obszarem regularnym o gęstości powierzchniowej
masy σ.

1. Masa obszaru D
M =∬

D
σ(x, y) dxdy.

2. Momenty statyczne względem os Ox i Oy obszaru D

MSx =∬
D
yσ(x, y) dxdy, MSy =∬

D
xσ(x, y) dxdy.

3. Współrzędne środka masy obszaru D

xC =

MSy

M
, yC =

MSx
M

.

4. Momenty bezwładności względem osi 0x, Oy i punktu O = (0,0)
obszaru D

Ix=∬
D
y2σ(x, y)dxdy, Iy =∬

D
x2σ(x, y)dxdy, IO =∬

D
(x2

+y2
)σ(x, y)dxdy.

Zastosowania całek potrójnych w fizyce
Niech U ⊂ R3 będzie obszarem regularnym o gęstości objętościowej masy
γ.

1. Masa obszaru U

M =∭
U
γ(x, y, z) dxdydz.

2. Momenty statyczne względem płaszczyzn układu współrzędnych
obszaru U

MSxy =∭
U
zγ(x, y, z) dxdydz, MSxz =∭

U
yγ(x, y, z) dxdydz,

MSyz =∭
U
xγ(x, y, z) dxdydz.

3. Współrzędne środka masy obszaru U

xC =

MSyz

M
, yC =

MSxz
M

, zC =

MSxy

M
.

4. Momenty bezwładności względem osi 0x i punktu O = (0,0,0)
obszaru U

Ix=∭
U
(y2

+z2
)γ(x, y, z)dxdydz, IO =∭

U
(x2

+y2
+z2

)γ(x, y, z)dxdydz.


